Zadatak 1. Je li
v(x,y) = e*(ycosy + xsiny) + 3z

harmonijska funkcija? Ako jest, za koju holomorfnu funkciju f : C — C vrijedi v = Re f7

Rjesenje. (2 boda) Da, funkcija je harmonijska. Naime;
0v(z,y) = €"(ycosy + xsiny + siny) + 3
02v(z,y) = e“(ycosy + xsiny + 2siny)
Oyv(z,y) = e"(cosy — ysiny + x cosy)
(“)51}(3:, y) = —e*(2siny + y cosy + xsiny).

(2 boda) Po Cauchy-Riemannovim uvjetima, ako zapisemo f = (v,w), imamo:
Ow(z,y) = —0yv(z,y) = w(z,y) = —/em(cosy —ysiny + zcosy) dx

= —¢e"(cosy — ysiny) — cosy/mez dx

u=x dv=¢e%dr
du = dz v=2¢e"

=e*(—cosy + ysiny) — cosy(ze® — e*) + C(y)
=e“(ysiny — xcosy) + C(y)
Opv(z,y) = dyw(z,y) = dyv(z,y) = e (siny +ycosy + zsiny) + C'(y)
$to implicira C'(y) =3, tj. C(y) =3y+ D, D eR i
w(z,y) = e (ysiny — xcosy) + 3y + D.
(1 bod) Dakle, funkcija ¢iji je realni dio funkcija v jest:

v(z,y) + iw(z,y) = e*(ycosy + xsiny) + 3z + ie”(ysiny — x cosy) + 3yi + Di
=e"((y — iz) cosy + (x + iy) siny) + 3(x + iy) + Di
=e"(—izcosy + zsiny) + 3z + Di
= —ize"* + 324+ Di, DeR.



Zadatak 2. Izracunajte integral:

/ sin zdz
¥

gdje je v : [0,1] — C krivulja zadatakana s v(t) = m(3t? — 4).

Rjesenje. (5 bodova) Funkcija sin z ima primitivnu funkciju F'(z) = — cos z pa samo ra¢unamo:

/sinzdz = F(v(1)) = F(v(0)) = —cos(—m) + cos(—4m) =1+ 1=2.



Zadatak 3. Provjerite konvergira li red
o0

n=0

Rjesenje. (5 bodova) Provjeravamo d’Alembertovim kriterijom:

(n+1)! 1
. An+1 . n242nt1 ...n
lim |+ =1lim 2" —lim —— =0< 1.
n—oo | ay n 72"'2 n 22n+l

Dakle, red konvergira.



Zadatak 4. Razvijte funckiju
z

I8 =17"53

u Taylorov red oko 0. Koji je radijus konvergencije ovog reda?

Rjesenje. (3 boda)

P oo (oo}
1-22
k=0 k=0

(2 boda) Imamo

) 1
limsup v/|ax| = lim 3“{/@ =V = r= —-
]CHOO n—oo ,\/5



Zadatak 5. Odredite Taylorov razvoj funkcije f : C\ {0} — C zadane sa f(z) = 1 oko totke zy € C\ {0}. Koliki je radijus

konvergencije tog reda? Dokazite svoju tvrdnju.

Rjesenje.
(4 boda)
1 1 11 1 & (-1)" n o= (1) N
z z—z0+z20 %1—% :Z(Jno(zg) == =) :nZ_O(Zng)l = =)
(1 bod) Radijus konvergenije je sada:
r= ) o | = el

e
20
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